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Manuales electronicos

En los ultimos afnos, la utilizacion de manuales
electronicos en la docencia se ha impuesto a la
de los tradicionales libros de texto.

Sin embargo, si se analizan los materiales
disponibles en el Area de Matematicas, todos
presentan la misma problematica: la edicion de
las formulas matematicas.

Manuales electronicos

El hecho de estar elaborados en formato de
paginas web hace que el aspecto no sea el mas
deseable para unos materiales de calidad.

Las formulas hay que extraerlas del texto en
renglones aparte en formato dibujo, lo que crea
Incluso deformaciones en los textos para
“cuadrar” las féormulas, ademas del tamafo
considerable de los ficheros (lo que retarda la
carga de las paginas).




Manuales electronicos

e Es necesario crear “auténticos” manuales
electronicos de calidad, que tengan un diseio
gue permita su utilizacion en pantalla.

e Ademas, que resulten atractivos para su uso,
tanto en clase para las explicaciones como para
el estudio personal del alumno.

e Un buen ejemplo de este tipo de presentaciones
es el conjunto de materiales MATEX, elaborados
por el profesor Javier Gonzalez de la Universidad
de Cantabria.

Manuales electronicos

e Hace 4 afnos empezamos con este tipo de
manuales en las asignaturas de Matematicas de
la E.T.S.l. Telecomunicacion de la UMA.

e Actualmente estamos completando la elaboracion
de los materiales para los contenidos de la
asignatura de Matematicas en 2° de Bachillerato
de Ciencias.




Manuales electronicos

e En la elaboracion de nuestros materiales, hemos
utiizado el procesador de textos cientificos
LATEX combinado con el formato PDF, de forma
gue se creen presentaciones en PDF con una alta
calidad en el aspecto visual de las formulas
matematicas.

e La idea fundamental es que puedan ser utilizados
tanto en la docencia, con la ayuda de un cafidn
de proyeccion, como en el estudio personal del
alumnado.

Manuales electronicos

e Para cada uno de los temas del curriculo se
elaboran 4 materiales distintos, cada uno de ellos
con una finalidad y uso distintos. Para concretar
la idea, los materiales serian los siguientes:

— Tema.PDF
— Tema_alumnos.PDF
— Tema_alumnos_imprimir.PDF

— Tema_relacion.PDF




Tema 2

Determinantes

Contenidos

= Determinantes de orden 2

= Determinantes de orden 3

= Propiedades de los determinantes

= Determinantes de orden n

m Calculo de la inversa de una matriz

= Rango de una matriz
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2.1. Determinantes de orden 2

a1l a : : :
Sea A = ( H 12) una matriz de orden 2. Se llama determinante de la matriz A vy se
a21 a22

denota por det(A) 6 |A| ala expresion |A| = ai1a02 — az1a12.

Por ejemplo se tiene que

1 3
=1-4—-—(-2)-3=44+6=10
L3 (-2) 3=4+
Esta expresion se puede recordar facilmente con el siguiente esquema:

positivos negativos
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2.2. Determinantes de orden 3

ail ai2 ais
Sea A= | a»1 a2 a3 | una matriz de orden 3. Se llama determinante de la matriz A vy

a3l as2 as3s
se denota por det(A) 6 |A| a la expresion

|A‘ — 011022433 + 120a23a31 + a13a21a32 — 4120210433 — 41304224031 — 4110230432

Por ejemplo se tiene que

1 3 4
2 4 2| =1-4.3+3-2.144-(=2)-(=1)=-3-(=2)-3-4-4-1-1-2-(=1)
1 -1 3

= 124+6+8+18—-16+2 =30
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Esta expresidn se puede recordar facilmente con el siguiente esquema, conocido por la regla de
Sarrus:

positivos negativos

De forma similar se define el determinante de las matrices de orden 4, 5, etc., pero dada su
complejidad (en orden 4 salen 24 sumandos y en orden 5 salen 120 sumandos), existen otros
procedimientos que pasaremos a detallar posteriormente.
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2.3. Propiedades de los determinantes
= El determinante de una matriz A coincide con el determinante de su matriz traspuesta A?,
es decir, |A| = |AY|.

= E| determinante de un producto de dos matrices A y B coincide con el producto de los
determinantes de las dos matrices, es decir, |AB| = |A| - |B].

= Si se permutan entre si dos lineas (columnas o filas), el determinante cambia de signo. Por

ejemplo
1 3 4 1 -1 3
-2 4 2|=—]|-2 4 2
1 -1 3 1 3 4

ya que hemos intercambiado la fila primera con la fila tercera.

= Si dos lineas (filas o columnas) son idénticas, el determinante vale 0. Por ejemplo

1 3 1
—2 4 —2|=0
1 -1 1

ya que las columnas primera y tercera son iguales.
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= Si todos los elementos de una linea (fila o columna) son ceros, el determinante vale 0. Por

ejemplo
1 3 4
O 0 0|=0
1 -1 3

ya que los elementos de la fila segunda son todos ceros.

= Si todos los elementos de una linea (fila o columna) contienen un factor comdn, este factor
comun puede sacarse fuera del determinante. Por ejemplo

1 3 4 1 3 4
-9 6 3|=3|-3 2 1
1 -1 3 1 -1 3

ya que la fila segunda tenia como factor comtn el ndmero 3.

= Si dos lineas (filas o columnas) son proporcionales, el valor del determinante es 0. Por ejemplo

1 3 2
-9 6 -—-18|=0
1 -1 2

ya que la tercera columna es el doble que la primera (C3 = 2C1).
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= Si los elementos de cualquier linea (fila o columna) son sumas de igual nimero de términos,
entonces el determinante es suma de tantos determinantes como sumandos figuren en la linea,
en la que todas las lineas permanecen inalteradas salvo la que esta formada por sumandos, que
serd reemplazada por el primer sumando en el primer determinante, por el segundo sumando
en el segundo determinante, y asi sucesivamente. Por ejemplo

a+b ct+d| b d
e f - e f

a cC

ef+
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= El valor de un determinante no varia si a los elementos de una linea (fila o columna) se le
suman los correspondientes de otra paralela multiplicados por un ndmero real k. Por ejemplo

1 3 2 1 32
-2 3 5|=]-2 35
1 -1 2 3 56

ya que a la tercera fila se le ha sumado el doble de la primera (se ha sustituido la F3 por
Fs+ 2F).

De forma mds general, si a una linea (fila o columna) se le suma una combinacién lineal de las
restantes lineas (filas o columnas), el determinante no varia. Por ejemplo

1 3 2 1 3 2
-2 3 5|=]-2 3 5
1 -1 2 -3 14 21

ya que a la tercera fila se le ha sumado el doble de la primera y el triple de la segunda (se ha
sustituido la F3 por F3 + 2F; + 3F3).
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= Si una linea (fila o columna) es combinacién lineal de las restantes lineas (filas o columnas),
el determinante vale 0. Por ejemplo

1 3 1
-2 3 7 |=0
1 -1 -3

ya que la tercera columna es la segunda columna menos dos veces la primera (C3z = C>—2C1).
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2.4. Determinantes de orden n
Menor complementario de un elemento de una matriz

Sea A una matriz cuadrada de orden n y sea a;; uno de sus elementos. Si se suprime en
A lafila 4 yla columna j se obtiene una submatriz cuadrada de orden n — 1 que recibe el
nombre de submatriz complementaria del elemento a;;. Al determinante de esta submatriz se le
llama menor complementario del elemento a;; y se representa por o;;.
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Adjunto de un elemento de una matriz

Por otra parte, se llama adjunto del elemento a;; y se representa por A;; al menor com-
plementario de a;; precedido del signo + & — segin que ¢+ j sea par o impar. Es
decir,

Aij = (=1)" oy

3 -1 5
Por ejemplo, dada lamatriz A= |7 2 —3 ], lasubmatriz complementaria del elemento
O 4 9

-3

0 9 ) y, por lo tanto, su menor complementario «i> es

aio> es la matriz <

7 -3
0‘12_)0 o '_7-9—0-(—3)—63

Por otra parte, como 1+ 2 = 3, su adjunto Ajs serd (—1)3-63 = —63.
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Matriz adjunta de una matriz

Sea A una matriz. Se llama matriz adjunta de A, y se representa por Adj(A), a la matriz
que resulta de sustituir cada uno de los elementos de la matriz A por su adjunto. Es decir, si por

ail ai2 ais A11 A1z Aisz
ejemplo A= | a»1 a»» as3 |, entonces AdJ(A) = | Ax1 Ao An3z
az1 az2 ass A3z1 Azx Aszz
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Tema 2: Determinantes

Calculo practico de determinantes de orden n

El determinante de una matriz A cuadrada de orden n es igual a la suma de los productos

de los elementos de una linea (fila o columna) cualquiera por sus adjuntos respectivos. Es decir,
tomando por ejemplo la fila 7, se obtiene

|A| = a;14:s1 + ai2Aio + - - - + ainAin
Este resultado es de vital importancia para el cdlculo de determinantes de orden 4 o mayor. Por

ejemplo, un determinante de orden 4 se puede convertir en 4 determinantes de orden 3. Veamos
un ejemplo. Desarrollando por la primera fila se tiene

1 3 4 -2

4 2 1 -2 2 1 -2 4 1
_12_413_13:1-—13—3—3.13—3+4-1—1—3
3 @ -9 = 3 -2 5 0 -2 5 0O 3 5
-2 4 2
—(-2)-| 1 -1 3
0 3 -2

21 — 3(—30) +4(—25)+2-28 =21+ 90 — 100 + 56 = 67

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas.
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Tema 2: Determinantes

Ademds, se puede combinar esta técnica con la aplicacién de las propiedades de los determinantes
para, por ejemplo, “buscar” unos cuantos ceros en el determinante y asi facilitar los cdlculos. Veamos

de nuevo un ejemplo:

1 3 4
-2 4 2
2 -1 3
3 3

-2 5

O OO+

+0-

3 4 =2
10 10 -3
-7 -5 1
—6 —14 11
10 10 -3
-7 -5 1
-6 —14 11
3 4 =2
10 10 -3
-6 —14 11
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F2 EF2+2F1
F3EF3—2F1
F4EF4—3F1

—0-

—0-

3
—7
—6

3
10
—7

4
-5
—14 11

4
10
-5

—2

1
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2.5. Calculo de la inversa de una matriz

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Entonces se verifica que A es una matriz inversible
si y sélo si su determinante no es nulo.
La inversa A~! de una matriz inversible A se puede calcular mediante la siguiente férmula:
1

A7l =~ Adj(A!
(A
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2.6. Rango de una matriz

Sea A una matriz de orden mxn. Se llama menor de orden k, donde k es menor o igual
que m y n, al determinante de una matriz cuadrada de orden k que resulta de eliminar m — k
filasy n — k columnas de la matriz A.

Se dice que la matriz A es de rango o caracteristica h, cuando en ella existe, por lo menos,
un menor de orden h distinto de cero, siendo nulos todos los menores posibles de orden superior
a h. En tal caso, todo menor no nulo de orden h se llama menor principal de A.

Si en una matriz una linea (fila o columna) es combinacién lineal de las restantes lineas (filas o
columnas), entonces el rango de la matriz que resulta al eliminar esa linea es el mismo que el de la
matriz inicial.

Dado un menor de una matriz, se pueden formar otros menores de un orden superior con una
fila y una columna mas, anadiendo los elementos de otra fila y otra columna cualesquiera. Este
procedimiento recibe el nombre de orlar el menor.

En la practica, para calcular el rango de una matriz es preferible iniciar el proceso por un menor
de orden 2 no nulo e ir orlandolo progresivamente; si no existiese un menor de orden 2 no nulo, el
rango de la matriz seria 1, pues, salvo en el caso de la matriz nula, siempre se puede encontrar un
menor de orden 1 no nulo.
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Determinantes

Contenidos

= Determinantes de orden 2

= Determinantes de orden 3

= Propiedades de los determinantes

= Determinantes de orden n

m Calculo de la inversa de una matriz

= Rango de una matriz
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2.1. Determinantes de orden 2

a1l a : : :
Sea A = ( H 12) una matriz de orden 2. Se llama determinante de la matriz A vy se
a21 a22

denota por det(A) 6 |A| ala expresion |A| = ai1a02 — az1a12.

Por ejemplo se tiene que

1 3
=1-4—-—(-2)-3=44+6=10
L3 (-2) 3=4+
Esta expresion se puede recordar facilmente con el siguiente esquema:

positivos negativos

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 2
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Tema 2: Determinantes

Ejemplo 2.1

Calcular el valor de los siguientes determinantes:

14‘

@) |3 2

(b)

Solucion:

(2)

(b)

1.(-2)-3-4=-2—12=-14

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas.
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2.2. Determinantes de orden 3

ail ai2 ais
Sea A= | a»1 a2 a3 | una matriz de orden 3. Se llama determinante de la matriz A vy

a3l as2 as3s
se denota por det(A) 6 |A| a la expresion

|A‘ — 011022433 + 120a23a31 + a13a21a32 — 4120210433 — 41304224031 — 4110230432

Por ejemplo se tiene que

1 3 4
2 4 2| =1-4.3+3-2.144-(=2)-(=1)=-3-(=2)-3-4-4-1-1-2-(=1)
1 -1 3

= 124+6+8+18—-16+2 =30

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 4



\/g Matemdticas. Segundo de Bachillerato. |.E.S. Los Boliches. Tema 2: Determinantes

Esta expresidn se puede recordar facilmente con el siguiente esquema, conocido por la regla de
Sarrus:

positivos negativos

De forma similar se define el determinante de las matrices de orden 4, 5, etc., pero dada su
complejidad (en orden 4 salen 24 sumandos y en orden 5 salen 120 sumandos), existen otros
procedimientos que pasaremos a detallar posteriormente.
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Ejemplo 2.2
Calcular el valor de los siguientes determinantes:
7 0 7 10 -2 3
(@ |1 -6 1 (b) |0 5 1
2 4 -2 3 -4 0
Solucién:
7 0 7
(a) 1 -6 1 = 7(-6)(—2)4+0:-1-247-1-4-0-1(-2)—7(-6)2—7-1-4
2 4 =2
= 84 +0428-0+ 84 —28=168
10 -2 3
(b) O 5 1| =10-5-04+4(—2)1-34+3-0(—-4)—(—2)0-0—-3-5-3—-10-1(—4)
3 40

= 0-6+0—-0-45+4+40=—-11

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 6



\/_Q_( Matemdticas. Segundo de Bachillerato. |.E.S. Los Boliches. Tema 2: Determinantes

Ejemplo 2.3
5 ¢ -2
Resolver la ecuacion |4 3 9 | =0
1 0 7
Solucion:
5 ¢ -2
4 3 9 =5.3.742-9-14(-24-0—-2-4-7—(-2)3-1-5-9.-0
1 0 7
= 1054+92x—-28x+6 =—-192z+ 111
Por lo tanto,
5 x -2 111
4 3 9 |=0<«= —-192+4+111 =0 <— z= ——
1 0 7 —
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2.3. Propiedades de los determinantes
= El determinante de una matriz A coincide con el determinante de su matriz traspuesta A?,
es decir, |A| = |AY|.

= E| determinante de un producto de dos matrices A y B coincide con el producto de los
determinantes de las dos matrices, es decir, |AB| = |A| - |B].

= Si se permutan entre si dos lineas (columnas o filas), el determinante cambia de signo. Por

ejemplo
1 3 4 1 -1 3
-2 4 2|=—]|-2 4 2
1 -1 3 1 3 4

ya que hemos intercambiado la fila primera con la fila tercera.

= Si dos lineas (filas o columnas) son idénticas, el determinante vale 0. Por ejemplo

1 3 1
—2 4 —2|=0
1 -1 1

ya que las columnas primera y tercera son iguales.
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= Si todos los elementos de una linea (fila o columna) son ceros, el determinante vale O. Por
ejemplo
1 3 4
O 0 0|=0
1 -1 3
ya que los elementos de la fila segunda son todos ceros.

= Si todos los elementos de una linea (fila o columna) contienen un factor comdn, este factor
comun puede sacarse fuera del determinante. Por ejemplo

1 3 4 1 3 4
-9 6 3|=3|-3 2 1
1 -1 3 1 -1 3

ya que la fila segunda tenia como factor comtn el ndmero 3.
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= Si dos lineas (filas o columnas) son proporcionales, el valor del determinante es O. Por ejemplo

1 3 2
-9 6 -—-18|=0
1 -1 2

ya que la tercera columna es el doble que la primera (C3 = 2C1).

= Si los elementos de cualquier linea (fila o columna) son sumas de igual nimero de términos,
entonces el determinante es suma de tantos determinantes como sumandos figuren en la linea,
en la que todas las lineas permanecen inalteradas salvo la que esta formada por sumandos, que
sera reemplazada por el primer sumando en el primer determinante, por el segundo sumando
en el segundo determinante, y asi sucesivamente. Por ejemplo

a+b ct+d| b d
e f - e f

a c

e f

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 10
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= El valor de un determinante no varia si a los elementos de una linea (fila o columna) se le
suman los correspondientes de otra paralela multiplicados por un ndmero real k. Por ejemplo

1 3 2 1 32
-2 3 5|=]-2 35
1 -1 2 3 56

ya que a la tercera fila se le ha sumado el doble de la primera (se ha sustituido la F3 por
Fs+ 2F).

De forma mds general, si a una linea (fila o columna) se le suma una combinacién lineal de las
restantes lineas (filas o columnas), el determinante no varia. Por ejemplo

1 3 2 1 3 2
-2 3 5|=]-2 3 5
1 -1 2 -3 14 21

ya que a la tercera fila se le ha sumado el doble de la primera y el triple de la segunda (se ha
sustituido la F3 por F3 + 2F; + 3F3).
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= Si una linea (fila o columna) es combinacién lineal de las restantes lineas (filas o columnas),
el determinante vale 0. Por ejemplo

1 3 1
-2 3 7 |=0
1 -1 -3

ya que la tercera columna es la segunda columna menos dos veces la primera (C3z = C>—2C1).

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 12
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Ejemplo 2.4
6 9 3
Comprueba sin desarrollar que el determinante | 10 21 2 | es mdltiplo de 6.
14 15 7
Solucién:
6 9 3 3-2 3-3 3:-1 2 31
10 21 2| = 10 21 2 |=3|10 21 2
14 15 7 14 15 7 14 15 7
2-1 3 1 1 3 1 1 3 1
= 3/2-521 2|=3-2|5 21 2|=6|5 21 2| =06k
2.7 15 7 7 15 7 7 15 7
k
6 9 3
Por lo tanto, se tiene que | 10 21 2 | es multiplo de 6.
14 15 7
______ O -~
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Ejemplo 2.5
1 1 1
Comprueba sin desarrollar que se verifica a b © = 0.
b+c c+a a+b
Solucion:
1 1 1 1 1 1
a b c = a b c FB3=F+F+F;
b+c c+a a+bd l14+a+b+c 14+4b+c+a 14+c+a+bd
111
= (14+a+b+c) a b c =0
111

——
0 ya que Fi=F3
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Ejemplo 2.6

Comprueba sin desarrollar que el determinante es multiplo de 13.

NN R
NI OIIN
~N W

Solucidn:
(143 =13-11

Podemos observar que 143, 221 y 247 son multiplos de 13 ya que ¢ 221 =13:.17

| 247 =13-19

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 15
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Por lo tanto,
1 4 3 1 4 143
2 21| = |2 2 221 | ¢3=100C1+100C>+C5
2 47 2 4 247
1 4 13-11 1 4 11
= |2 2 1317 |=13|2 2 17 | =13k
2 4 13-19 2 4 19
k
1 4 3
Por lo tanto, se tiene que | 2 2 1 | es multiplo de 13.
2 47
______ A

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 16
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2.4. Determinantes de orden n
Menor complementario de un elemento de una matriz

Sea A una matriz cuadrada de orden n y sea a;; uno de sus elementos. Si se suprime en
A lafila 4 yla columna j se obtiene una submatriz cuadrada de orden n — 1 que recibe el
nombre de submatriz complementaria del elemento a;;. Al determinante de esta submatriz se le
llama menor complementario del elemento a;; y se representa por o;;.

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 17
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Adjunto de un elemento de una matriz

Por otra parte, se llama adjunto del elemento a;; y se representa por A;; al menor com-
plementario de a;; precedido del signo + & — segin que ¢+ j sea par o impar. Es
decir,

Aij = (=1)" oy

3 -1 5
Por ejemplo, dada lamatriz A= |7 2 —3 ], lasubmatriz complementaria del elemento
O 4 9

-3

0 9 ) y, por lo tanto, su menor complementario «i> es

aio> es la matriz <

7 -3
0‘12_)0 o '_7-9—0-(—3)—63

Por otra parte, como 1+ 2 = 3, su adjunto Ajs serd (—1)3-63 = —63.

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 18
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Matriz adjunta de una matriz

Sea A una matriz. Se llama matriz adjunta de A, y se representa por Adj(A), a la matriz
que resulta de sustituir cada uno de los elementos de la matriz A por su adjunto. Es decir, si por

ail ai2 ais A11 A1z Aisz
ejemplo A= | a»1 a»» as3 |, entonces AdJ(A) = | Ax1 Ao An3z
az1 az2 ass A3z1 Azx Aszz

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 19
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Tema 2: Determinantes

Ejemplo 2.7

1 -2 3

Hallar la matriz adjuntade A= |3 5 -1

O 4 2

Solucion:

A = (—1)itt

A = (—1)2

Az = (—1)'*3

Ay = (—1)*t!

Yolanda Padilla Dominguez

2 _21 =(-1)(5-2-4-(-1)) =10+ 4 =14

> =1iE2-0 (-1))=(-1)-6=-6
gi‘:(_1)4(3'4—0-5):12

_42 z ‘ = (—1)3((-2)-2—-4-3) = (~1)-(~16) = 16

. Departamento de Matematicas.
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1 3

Ay = (—1)%12 0 2

‘:(—1)4(1-2—0-3)=2

Aoy = (-1)2%3 _42‘2(‘”5(1-4—0-(—2))=<—1>-4=—4

A = (—1)3H _52 _31‘:(—1)4((—2)-(—1)—5-3):2—15=—13
Ay = (-1°2| 1 P [=(-1)°(1- (-1) = 3:3) = (-1) - (~10) = 10
Asz = (—1)°F3 ; _52 =(-1)%(1-5-3-(-2))=5+6=11

Por lo tanto, se tiene que

A1 A1 Aiz 14 —6 12
Adj(A) = | Ax1 Az Axz | = 16 2 —4
Asz1 Aszx Assz —-13 10 11

______ O -~

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 21



\/g Matemdticas. Segundo de Bachillerato. |.E.S. Los Boliches.

Tema 2: Determinantes

Calculo practico de determinantes de orden n

El determinante de una matriz A cuadrada de orden n es igual a la suma de los productos

de los elementos de una linea (fila o columna) cualquiera por sus adjuntos respectivos. Es decir,
tomando por ejemplo la fila 7, se obtiene

|A| = a;14:s1 + ai2Aio + - - - + ainAin
Este resultado es de vital importancia para el cdlculo de determinantes de orden 4 o mayor. Por

ejemplo, un determinante de orden 4 se puede convertir en 4 determinantes de orden 3. Veamos
un ejemplo. Desarrollando por la primera fila se tiene

1 3 4 -2

4 2 1 -2 2 1 -2 4 1
_12_413_13:1-—13—3—3.13—3+4-1—1—3
3 @ -9 = 3 -2 5 0 -2 5 0O 3 5
-2 4 2
—(-2)-| 1 -1 3
0 3 -2

21 — 3(—30) +4(—25)+2-28 =21+ 90 — 100 + 56 = 67

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas.
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Tema 2: Determinantes

Ademds, se puede combinar esta técnica con la aplicacién de las propiedades de los determinantes
para, por ejemplo, “buscar” unos cuantos ceros en el determinante y asi facilitar los cdlculos. Veamos

de nuevo un ejemplo:

1 3 4
-2 4 2
2 -1 3
3 3

-2 5

O OO+

+0-

3 4 =2
10 10 -3
-7 -5 1
—6 —14 11
10 10 -3
-7 -5 1
-6 —14 11
3 4 =2
10 10 -3
-6 —14 11

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas.

F2 EF2+2F1
F3EF3—2F1
F4EF4—3F1

—0-

—0-

3
—7
—6

3
10
—7

4
-5
—14 11

4
10
-5

—2

1

23
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Tema 2: Determinantes

Ejemplo 2.8

Calcular el valor de los siguientes determinantes:

15 1 14 10
6 12 7 -9
10 8 11 -—-15
3 2 2 10

(2)

(b)

oo o+
OO NW
O o wou

H WO o o
N A O OO

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas.
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Solucién:

15 1 14 10

(2)

6 12 7
10 8 11
3 2 2

=9
—15
10

1 1 14 10
112 7 9| .
~1 8 11 —-15
1 2 2 10
1 1 14 10
0 13 21 1 =1t
0 9 25 -5 P
0 1 —-12 0 .
13 21 1 1 14 10
1.9 25 —-5|-0.l9 25 -5
1 —-12 0 1 -12 0
1 14 10 1 14 10
+0-/13 21 1 |-0-/13 21 1
1 —-12 0 9 25 —5

13-25-0421(-=5)1+1-9(—12)
~—21.9.-0-1-25-1—13(=5)(—12)
0—105— 108 — 0 — 25 — 780= —1018

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas.
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13400
02500 5:538
() [00300| =17,
000 3 4 0 01
00012
3
= 2|0

o
_ W = WO
N AN PO

N O O

desarrollando por Cj

desarrollando por Cj

desarrollando por F}

= 6(3-2-1-4)=6.-2=12

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas.
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2.5. Calculo de la inversa de una matriz

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Entonces se verifica que A es una matriz inversible
si y sélo si su determinante no es nulo.
La inversa A~! de una matriz inversible A se puede calcular mediante la siguiente férmula:
1

A7l =~ Adj(A!
(A

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 27
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Ejemplo 2.9

Hallar la matriz inversa de A =

R AN
N W W
w N -

Solucidn:
Comenzamos calculando el determinante de la matriz A.

2 31
4 32| =2.3-343.-2:-141-4.2-3-4.3—-1-3-1—-2.2.2
1 2 3

= 184+6+4+8-36—-3-8=-15%#0

Por lo tanto, la matriz A es inversible.

Pasamos a calcular su matriz traspuesta:

At =

=W N
N WD
w N -

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 28



\/@( Matemdticas. Segundo de Bachillerato. |.E.S. Los Boliches.

Ahora calculamos la matriz adjunta de esa matriz traspuesta:

A1l

Ai1o

A1z

Aoo

Aoz

Az

= (-
= (-1
= (-
= (-1)**
= (-1)**2
= (-1)**°

= (-1

3
2

= N = N N D = W = W
N B w

w
N

2
3

N W WN

w B~

=

= (-1)?(3

= (-1)3(3-
= (—1)*(3-
= (-1)3(4-
= (—1)*(2-
= (-1)5(2-

.3_2.
3-1
2-—-1
3-2
3-1
2-1
2-3

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas.

2):9—4:5

2) =(-1)(9-2)= -7
3)=6-3=3

1) =(-1)(12-2) = —-10
1) =6-1=5
4)=(-1)(4-4)=0

1) =8-3=5

Tema 2: Determinantes
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A = (~1)32|2 1 =(-1)°(2-2-3-1)=(-1)(4-3)=-1

Azz = (—1)313 =(-1)°(2:3-3-4)=6-12=-6

2
4
3

WN W

Por lo tanto, se tiene que

A1n A1p Az 5 -7 3
Adj(AY) = | Az Az Ass| =[-10 5 o0
Az1 Azx Aszs 5 —-1 —6
1
y asi, como A~ ! = Tal Adj (A*), podemos concluir que
1 7 1
3 15 5
5 -7 3
At=_1[_105 o|=|2 L o
5 —1 —6 S
1 1 2
"3 15 5/
______ o —— o

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 30
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Ejemplo 2.10
110 210 300
Resolver la ecuacion matricial |0 1 1] A|0 1 0] =113 1
010 111 01 3
Solucion:
Nombremos por
110 210 300
R=1011 . S=1010 - T=1131
010 111 013

Nuestra ecuacién matricial queda RAS = T. Operando, y siempre que las matrices R™! vy
S—1 existan, nos queda:

RAS =T = R 'RASS'=RT7S! =— A=R TS

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 31
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Comenzamos calculando el determinante de la matriz R.

110 11
011 21‘10‘21-0—1-12—17&0
010

Por lo tanto, la matriz R es inversible.

Pasamos a calcular su matriz traspuesta:

Rl =

oOr =
= = O
o = O

Ahora calculamos la matriz adjunta de esa matriz traspuesta:

Ry = (—1)'*! 1 Cl) =(-1)?(1.0-1-1)=0-1= -1
Riz = (-1)"2| 0 ©|=(-1)3(1-0-0-1) = (-1)(0—0) =0
Riz = (—1)*3 é 1 =(-1*1-1-0-1)=1-0=1

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas.
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Ro1 = (—1)2*! Cl) 8 =(-1)*(0-0-1-0)=(-1)(0-0)=0
Roy = (—1)212 (1) 8 =(-1)*(1-0-0-0)=0-0=0
Roz = (—1)213 é (1) =(-1)°(1-1-0-0)=(-1)(1-0)=-1
R31 = (—1)3*t! (1) Cl) =(-1)*(0:-1-1-0)=0-0=0
Rz = (—1)312 i 2 =(-1)°’(1-1-1-0)=(-1)(1-0)=-1
R3z = (—1)313 1 2 =(-1)°(1-1-1-0)=1-0=1

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 33
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Por lo tanto, se tiene que

R11 Ri2 Rz -1 0 1
Adj(R') = |Rzo1 Ro2o Rozs| =0 0 -1
R31 R3> Raz3 O —1 1
1
y asi, como R~ ! = E Adj (Rt) , podemos concluir que
1 -1 O 1 1 0 -1
R—1=—1 0O 0 —-1|=]|00 1
B 0O -1 1 01 —1
Seguimos calculando el determinante de la matriz S.
210 5 1
0O010|=1 0 1 =2-1-0:-1=2+#0
111

Por lo tanto, la matriz S también es inversible.

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 34
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Pasamos a calcular su matriz traspuesta:
2 01
St=1111
001

Ahora calculamos la matriz adjunta de esa matriz traspuesta:

S11 = (1)t é 1 =(-1)*’(1-1-0-1)=1-0=1
S = (—1)t2 é 1 =(-1)*1-1-0-1)=(-1)(1-0)=-1
Siz = (—1)t3 é é =(-1)*(1-0-0-1)=0-0=0
S = (—1)2T1 8 1 =(-1)°0-1-0-1) =(-1)(0-0)=0
Sop = (—1)%12 g 1 =(-1)%2-1-0-1)=2-0=2

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 35
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Soz = (—1)2T3 g 8 =(-1)°(2:0-0-0) =(-1)(0-0)=0
S31 = (—1)3t1 ? i =(-1)%0-1-1-1)=0-1=-1
Szp = (—1)3t2 i 1 =(-1)°(2-1-1-1)=(-1)(2-1)=-1
S3z3 = (—1)3t3 i (1) =(-1)°2-1-1-0)=2-0=2

Por lo tanto, se tiene que

S11 S12 Si3 1 -1 0
Adj(S*) =521 S22 S23| =0 2 O
S31 S32 S33 -1 -1 2

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 36
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1
y asf, como S~ ! = E Adj (St) , podemos concluir que
1 1
— — 0
(2 2 \
1 1 -1 0
5—1:5 0o 2 0|l=(0 1 0
-1 -1 2
1 1
—— — 1
K 2 2 )

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 37
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Tema 2: Determinantes

Por lo tanto,
10 -1 300\,/1 -10
A= RTsS =100 1 1315020
01 —1 013 1 -1 2
L (10 -1 300 1 —-10 3 -1 -3 1 -1 0
=5001 1 31 0O 2 ol==|o 1 3 0 2 0
01 -1 013/ \-1 -12 1 2 —2/ \-1 -1 2
3 -1 -3 6 -2 —6
0O 1 3 -3 -1 6
1 2 -2 3 5 —4
(3 —1—3\
6 -2 —6 1
= —|-3 -1 6 | EHEEEE
3 5 -4
3 5
B )
\2 2 /

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas.
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Ejemplo 2.11
m -1 0
Hallar los distintos valores de m para que la matriz B = |1 m—1 1 sea inversible.
1 0 1
Hallar Ia matriz inversa en el caso m = 2.
Solucién:
Comenzamos calculando el determinante de la matriz B.
m -1 0
1 m-11| = m(m-1)1+(-1)1-140-1-0—-(-1)1-1-0(m—-1)1—-m-1-0
1 0 1
= m’—-m-1404+1-0-0=m’—-m
Asi,

IBl|=0 <= m?-—m=0 < m(m—1) =0 < {

Por lo tanto, la matriz B es inversiblesi m#=0 y m # 1.
Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 39
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2 -1 0
Pasemos a calcular la matriz inversa cuando m = 2. La matrizqueda B= |1 1 1
1 0 1
Sabemos que |B| =m? —m =22 -2 =2,
——
m=2
Por otra parte,
2 11
Bt=1-110
O 11
y, por lo tanto,
(|10 _|-10 -1 1
11 0O 1 O 1
1 1 -1
11 21 21
o R H S
11 01 01 1 _1 3
11 121 2 1
\ |10 -1 0 ~1 1|/
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y asf, como B! = |_119| Ad] (Bt) , podemos concluir que
1 1 1
2 2 2
1 1 -1
B'=-0o 2 —2|=[0 1 -1
-1 -1 3
1 1 3
2 72 2/
______ O ———___
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2.6. Rango de una matriz

Sea A una matriz de orden mxn. Se llama menor de orden k, donde k es menor o igual
que m y n, al determinante de una matriz cuadrada de orden k que resulta de eliminar m — k
filasy m — k columnas de la matriz A.

Se dice que la matriz A es de rango o caracteristica h, cuando en ella existe, por lo menos,
un menor de orden h distinto de cero, siendo nulos todos los menores posibles de orden superior
a h. En tal caso, todo menor no nulo de orden h se Illama menor principal de A.

Si en una matriz una linea (fila o columna) es combinacién lineal de las restantes lineas (filas o
columnas), entonces el rango de la matriz que resulta al eliminar esa linea es el mismo que el de la
matriz inicial.

Dado un menor de una matriz, se pueden formar otros menores de un orden superior con una
fila y una columna mds, anadiendo los elementos de otra fila y otra columna cualesquiera. Este
procedimiento recibe el nombre de orlar el menor.

En la practica, para calcular el rango de una matriz es preferible iniciar el proceso por un menor
de orden 2 no nulo e ir orlandolo progresivamente; si no existiese un menor de orden 2 no nulo, el
rango de la matriz seria 1, pues, salvo en el caso de la matriz nula, siempre se puede encontrar un
menor de orden 1 no nulo.
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Ejemplo 2.12
1 -2 3 -2
1 -2 1 O
Calcular el rango de la matriz A= |1 -2 0 1
2 -4 2 0
2 -4 -3 6

Solucidn:
La matriz A es de orden 5x4. Por lo tanto, podemos asegurar que rango(A) < 4.

1 -2 3 -2
1 -2 1 O
A= 1 -2 0 1
2 —4 2 0
2 -4 |—-3 6
2 0 :
Como 36| 12 % 0 podemos afirmar que rango(A) > 2.
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1 -2 3 -2

1 -2 1 O

A=11 -2 0 1

2 |4 2 O

2 |4 -3 6
-2 0 1

Ademias, como | =4 2 0 |= —4 # 0 podemos afirmar que rango(A) > 3.

4 -3 6

Orlando este tltimo menor de todas las formas posibles obtenemos los siguientes menores de orden
4:

1 -2 1 O 1 -2 3 -2
1 -2 0 1 _ 1 -2 0 1
2 -4 2 0 ' 2 -4 2 0
2 -4 -3 6 2 -4 -3 6
Podemos observar que ambos menores son nulos, ya que, en ambos casos, Ch = —2C1.

Por lo tanto, podemos concluir que rango(A) = 3.
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Ejemplo 2.13
1 kK -1 2

Calcular el rango de la matriz A= [2 —1 k 5| segtn los distintos valores de k.
1 10 -6 1

Solucién:

La matriz A es de orden 3x4. Por lo tanto, podemos asegurar que rango(A) < 3.

1 k -1 2
A= 2 -1 kK 5
1 10 -6 1

Como

1 10 ) = 21 # 0 podemos afirmar que rango(A) > 2.
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Orlando este menor de todas las formas posibles obtenemos los siguientes menores de orden 3:

1 k£ -1 1 k 2

2 -1 k ; 2 -1 5

1 10 -6 1 10 1
o b

Calculemos el valor de estos dos menores:

1 k -1
a=|2 -1 k | = 1(-1)(-6)+k-k-14+(-1)2-10—k-2(-6) — (-1)(=1)1 -1 k- 10
1 10 -6
= 64+ k°—20+4+ 12k — 1 — 10k = k* + 2k — 15
1 k 2
b=|2 -1 5| = 1(-1)14+k-5-1+2-2-10-%k-2-1—-2(-1)1-1-5-10
1 10 1

= —14+5k+40—-2k+2-50=3k—-9
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Observemos que se tiene que

—24+4/4-4.1-(-15) -24++64 -2+8

a=0 — k’°4+2k—15=0 <— k=
2.1 2 2
( _2
k=—+8=3
2
<— K
~_2_38
k= = _5
\ 2

b=0 «<—= 3k—9=0 <= k:§=3

Resumiendo:
= Si k=3 setieneque a=0; b=0.
=Si k= —5 setieneque a=0; b# 0.
»mSi k£33 y k# —5 setieneque a#=0; b# 0.
si k=3 == rango(A) =2

Por lo tanto, podemos concluir que
si k# 3 == rango(A) =3
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2.1. Determinantes de orden 2

a1l a . : :
Sea A = ( 1 12) una matriz de orden 2. Se llama determinante de la matriz A y se
az1 a2

denota por det(A) 6 |A| ala expresion |A| = ai1a22 — azia12.

Por ejemplo se tiene que
1 3
=1-4—-(-2)-3=4 =1
‘ 54 ‘ (-2)-3 +6 0
Esta expresion se puede recordar facilmente con el siguiente esquema:

[ ) [ )
positivos negativos

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 2
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Ejemplo 2.1

Calcular el valor de los siguientes determinantes:

() 1 4 (b) a? b?
3 -2 a3 b3
Solucién:
1 4
(a) =1.(-2)-3-4=-2-12=-14
3 -2
2 12
ac b
— 2.3 3. 12— 272
(b) JERE =a®-b>—a’-b’=a“b"(b—a)
______ O ———=—-~=
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2.2. Determinantes de orden 3

ail a2 ais
Sea A= |a»1 azx az3 | una matriz de orden 3. Se llama determinante de la matriz A vy

as1 as2 ass
se denota por det(A) 6 |A| a la expresidn

|A’ — 111a220a33 + 12023431 + 13021032 — 012021033 — 4130422031 — 411023432

Por ejemplo se tiene que

1 3 4
—2 4 2| =1-4.343.2:144-(-2)-(-1)-3-(-2)-3-4-4.1—-1-2-(—1)
1 —-13

= 124+6+8+18—-16+2=30
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Esta expresion se puede recordar facilmente con el siguiente esquema, conocido por la regla de
Sarrus:

positivos negativos

De forma similar se define el determinante de las matrices de orden 4, 5, etc., pero dada su
complejidad (en orden 4 salen 24 sumandos y en orden 5 salen 120 sumandos), existen otros
procedimientos que pasaremos a detallar posteriormente.

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 5
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Ejemplo 2.2
Calcular el valor de los siguientes determinantes:

7 0 7 10 -2 3
(a) 1 -6 1 (b) 0 5 1
2 4 -2 3 40
Solucién:
7 0 7
@ |1 -6 1| = 7(-6)(-2)40-1-247-1-4-0-1(-2)—7(-6)2—-7-1-4
2 4 -2
= 8+0+28—-0+84 —28=168
10 —2 3
(b) |0 5 1| = 10-5-04(-2)1-34+3-0(—4)—(-2)0-0-3-5-3—10-1(-4)
3 40

= 0-64+0-0—-45+4+40=—-11
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Ejemplo 2.3

5 x -2
Resolver la ecuacién | 4 3 9 | =0.
1 0 7
Solucién:
5 x -2
4 3 9 =5.3.742-9-14+(-24-0-2-4-7—(-2)3:-1-5-9-0
1 0 7

= 105492 - 28z +6 = —-19z + 111

Por lo tanto,

5z -2
111
10 7
______ O ———=—-=
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2.3. Propiedades de los determinantes
= El determinante de una matriz A coincide con el determinante de su matriz traspuesta A?,
es decir, |A| = |AY.

= E| determinante de un producto de dos matrices A y B coincide con el producto de los
determinantes de las dos matrices, es decir, |AB| = |A| - |B].

= Si se permutan entre si dos lineas (columnas o filas), el determinante cambia de signo. Por

ejemplo
1 3 4 1 -1 3
-2 4 2|=—-|-2 4 2
1 -1 3 1 3 4

ya que hemos intercambiado la fila primera con la fila tercera.

= Si dos lineas (filas o columnas) son idénticas, el determinante vale O. Por ejemplo

1 3 1
—2 4 —2|=0
1 -1 1

ya que las columnas primera y tercera son iguales.
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» Si todos los elementos de una linea (fila o columna) son ceros, el determinante vale 0. Por

ejemplo
1 3 4
O 0 0|=0
1 -1 3

ya que los elementos de la fila segunda son todos ceros.

= Si todos los elementos de una linea (fila o columna) contienen un factor comun, este factor
comun puede sacarse fuera del determinante. Por ejemplo

1 3 4 1 3 4
—9 6 3|=3|-3 2 1
1 -1 3 1 -1 3

ya que la fila segunda tenia como factor comun el nimero 3.

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas.
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= Si dos lineas (filas o columnas) son proporcionales, el valor del determinante es 0. Por ejemplo

1 3 2
-9 6 —-18|=0
1 -1 2

ya que la tercera columna es el doble que la primera (C3 = 2C1).

= Si los elementos de cualquier linea (fila o columna) son sumas de igual ndmero de términos,
entonces el determinante es suma de tantos determinantes como sumandos figuren en la linea,
en la que todas las lineas permanecen inalteradas salvo la que estd formada por sumandos, que
serd reemplazada por el primer sumando en el primer determinante, por el segundo sumando
en el segundo determinante, y asi sucesivamente. Por ejemplo

a+b c+d b d
e f e f

a c

ef+

' _
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= El valor de un determinante no varia si a los elementos de una linea (fila o columna) se le
suman los correspondientes de otra paralela multiplicados por un nimero real k. Por ejemplo

1 3 1 32
-2 3 5|=|-235
1 -1 2 3 56

ya que a la tercera fila se le ha sumado el doble de la primera (se ha sustituido la F3 por
F3 4 2F7).

De forma mds general, si a una linea (fila o columna) se le suma una combinacién lineal de las
restantes lineas (filas o columnas), el determinante no varia. Por ejemplo

1 3 2 1 3 2
-2 3 5|=|-2 3 5
1 -1 2 -3 14 21

ya que a la tercera fila se le ha sumado el doble de la primera y el triple de la segunda (se ha
sustituido la F3 por F3 + 2F; + 3F%).
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= Si una linea (fila o columna) es combinacién lineal de las restantes lineas (filas o columnas),
el determinante vale 0. Por ejemplo

1 3 1
-2 3 7 |=0
1 -1 -3

ya que la tercera columna es la segunda columna menos dos veces la primera (C3 = C>—2C1).

Ejemplo 2.4
6 9 3

Comprueba sin desarrollar que el determinante | 10 21 2 | es multiplo de 6.
14 15 7
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Solucién:
6 9 3 3-2 3.3 31 2 31
10 21 2| = 10 21 2 |=3|10 21 2
14 15 7 14 15 7 14 15 7
2-1 3 1 1 31 1 31
= 3|2-521 2|=3-2|521 2|=6|5 21 2|=6k
2.7 15 7 7 15 7 7 15 7
k
6 9 3
Por lo tanto, se tiene que | 10 21 2 | es miltiplo de 6.
14 15 7
______ O - .— e = = -
Ejemplo 2.5
1 1 1
Comprueba sin desarrollar que se verifica a b c =0.
b+c c+a a+bd
Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 13
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Solucién:
1 1 1 1 1 1
a b c = a b c B=F+R+F
b+c c+a a+bd l14a+b+c 1+b+c+a 1+c+a+bdb
111
= 1+a+b+o) a b c =0
111
——
0 ya que Fi=F;
______ 0 —————-
Ejemplo 2.6
143
Comprueba sin desarrollar que el determinante | 2 2 1 | es mdltiplo de 13.
2 47
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Solucién:
143 =13-11

Podemos observar que 143, 221 y 247 son miltiplos de 13 ya que 221 =13-17

247 =13-19
Por lo tanto,
1 43 1 4 143
22 1] = |22 221 | ¢3=100C1+10C2+Cs
2 4 7 2 4 247
1 4 13-11 1 4 11
= |22 1317 | =132 2 17 | =13k
2 4 13-19 2 4 19
k
143
Por lo tanto, se tiene que | 2 2 1 | es multiplo de 13.
2 4 7
______ O ———=—-~=
Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 15
\—g Matemiticas. Segundo de Bachillerato. I.E.S. Los Boliches. Tema 2: Determinantes

2.4. Determinantes de orden n
Menor complementario de un elemento de una matriz

Sea A una matriz cuadrada de orden n y sea a;; uno de sus elementos. Si se suprime en
A lafila i yla columna j se obtiene una submatriz cuadrada de orden n — 1 que recibe el
nombre de submatriz complementaria del elemento a;;. Al determinante de esta submatriz se le
llama menor complementario del elemento a;; y se representa por oj.

Adjunto de un elemento de una matriz

Por otra parte, se llama adjunto del elemento a;; y se representa por A;; al menor com-
plementario de a;; precedido del signo + & — segln que %+ j sea par o impar. Es
decir,

Ajj = (1) ay;

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 16
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3 -1 5
Por ejemplo, dada la matriz A= |7 2 —3 |, la submatriz complementaria del elemento
0O 4 9

) 7 -3 )
a1z es la matriz (0 9 ) y, por lo tanto, su menor complementario ai> es

7

-3
0 9 ‘_7.9—0.(—3)_63

a1 = ’
Por otra parte, como 1+ 2 = 3, su adjunto Ai> serd (—1)3.63 = —63.

Matriz adjunta de una matriz

Sea A una matriz. Se llama matriz adjunta de A, vy se representa por Adj(A), a la matriz
que resulta de sustituir cada uno de los elementos de la matriz A por su adjunto. Es decir, si por

a1 aiz2 ais A1 Ap Ais
ejemplo A= |a»1 azx» asz |, entonces AdJ(A) = | A1 Asp Asz
az1 a2 ass Az1 Aszzx Ass
Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 17
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Ejemplo 2.7
1 -2 3
Hallar la matriz adjuntade A= |3 5 -1
0 4 2

Solucién:

A = (—1)H i _21‘:(—1)2(5-2—4-(—1))=1o+4=14

A = (—1)1*2 g’ _21‘:(—1)3(3-2—0-(—1)):(—1)-6:—6
Az = (—1)*3 g’ Z‘:(—1)4(3-4—0-5)=12

Az = (—1)>*! _42 g‘=(—1)3((—2)-2—4-3)=(—1)-(—16)=16

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 18
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Asy = (—1)212 é Z”:(—1)4(1~2—o.3):2

Ass = (—1)213 é ‘42‘:(—1)5(1-4—0-(—2))=(—1)-4=—4

As = (—1)3H _52 _31‘:(—1)4((—2)-(—1)—5-3)=2—15=—13
Agp = (—1)3+2 ; _31‘:(—1)5(1-(—1)—3-3):(—1)-(—10)=1o
Azz = (—1)3*3 ; _52‘:(—1)6(1-5—3-(—2))=5+6=11

Por lo tanto, se tiene que

A1 Ao Aisz 14 -6 12
Adj(A) = | Axy Am A |=| 16 2 -4
Az1 Az Aszs —13 10 11
______ O ———=——-=
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Calculo practico de determinantes de orden n

El determinante de una matriz A cuadrada de orden n es igual a la suma de los productos
de los elementos de una linea (fila o columna) cualquiera por sus adjuntos respectivos. Es decir,
tomando por ejemplo la fila i, se obtiene

|A| = ainAi1 + ainAio + -+ - 4+ ainAin

Este resultado es de vital importancia para el célculo de determinantes de orden 4 o mayor. Por
ejemplo, un determinante de orden 4 se puede convertir en 4 determinantes de orden 3. Veamos
un ejemplo. Desarrollando por la primera fila se tiene

1 3 4 -2

4 2 1 -2 2 1 -2 4 1
_12j1§_13=1-—13—3—3-13—3+4-1—1—3—
0 3 o & 3 -2 5 0 -2 5 0 3 5
-2 4 2
—(-2)-| 1 -1 3
0 3 -2

= 21 -3(—30)+4(-25)+2-28=21+90— 100+ 56 = 67
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Ademas, se puede combinar esta técnica con la aplicacién de las propiedades de los determinantes
para, por ejemplo, “buscar” unos cuantos ceros en el determinante y asi facilitar los calculos. Veamos

de nuevo un ejemplo:

1 3 4 -2 1 3 4 -2 B
-2 4 2 1 0 10 10 -3 Fo=Tot2h
= F3EF3—2F1
2 -1 3 -3 0 -7 -5 1 b ap
3 3 -2 5 0 -6 —-14 11 rE e
10 10 -3 3 4 =2
=1./-7 -5 1 |-0-]-7 -5 1
-6 —14 11 -6 —14 11
3 -2 3 4 -2
+0-/10 10 -3 |—-0-]10 10 -3 | =096
-6 —14 11 -7 =5 -1
Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 21
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Ejemplo 2.8
Calcular el valor de los siguientes determinantes:
15 1 14 10 13400
6 12 7 -9 02500
(a) (b) |0 0300
10 8 11 -15
3 2 2 10 00034
00012

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas.
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Solucién:
15 1 14 10
(a) 6 12 7 -9
10 8 11 —-15

3 2 2 10

1 1 14 10
-1 12 7 -9 e o
-1 8 11 -15 -
1 2 2 10
1 1 14 10 PR
_ 013 21 1 F;F+F
0 9 25 -5 O
0O 1 —-12 0 AR
13 21 1 1 14 10
= 1.9 25 —-5|-0-/9 25 -5
1 —-12 0 1 —-12 0
1 14 10 1 14 10
40-/13 21 1 |-0-[13 21 1
1 —-12 0 9 25 -5

= 13.25.0421(-5)1 4+ 1-9(-12)
—21-9.0-1-25-1—13(=5)(-12)
= 0-105— 108 — 0 — 25 — 780= —1018

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas.
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(b)

cooor

cooN W

cowu b

~ WO oo

NSO OO
I

2500

1 0300 d lland C
00 3 4 esarrollando por C4
0012
300

210 3 4 desarrollando por C4
012

3 4
2.3 1 2 desarrollando por F}

6(3-2—1-4)=6-2=12
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2.5. Calculo de la inversa de una matriz

Sea A una matriz cuadrada de orden m. Entonces se verifica que A es una matriz inversible
si y sélo si su determinante no es nulo.

La inversa A~! de una matriz inversible A se puede calcular mediante la siguiente férmula:

1
A7l =~ Adj (A
A (4
Ejemplo 2.9
2 31
Hallar la matriz inversade A= |4 3 2
1 23

Solucién:
Comenzamos calculando el determinante de la matriz A.

Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 25
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231
4 32| =2-3-343-2-1+1-4.2-3-4.3-1-3:1-2.-2.2
1 23

= 184+6+8-36—-3-8=-15%#0
Por lo tanto, la matriz A es inversible.

Pasamos a calcular su matriz traspuesta:

Ahora calculamos la matriz adjunta de esa matriz traspuesta:

A = (-1 ‘;’ 5‘:(_1)2(3.3_2.2):9_4:5
A = (—1)'*? :I’ g‘:(—1)3(3-3—1.2):(—1)(9—2):—7
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33
_ 143 — 4 — —
Az = (-1) 1 5 =(-1)*(3-2-1-3)=6-3=3
Axp = (—1)**! ; ; = (-1)3(4-3-2.1) = (-1)(12-2) = —10
21
— 242 _ 4 — —
Az = (-1) 1 3 =(-1)%2-3-1-1)=6-1=5
Axz = (—1)°*3 f g =(-1)°(2-2-1-4)=(-1)(4—-4) =0
4 1
_ 341 _ 4 — —
Az = (-1) 3 5| =CD*4-2-3-1)=8-3=5
A = (1|2 2= (1%(22-3 1) = (-D@-3) =1
2 4
— 343 _ 6 — —
Azz = (—-1) 3 3 =(-1)°(2-3-3:4)=6-12=-6
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Por lo tanto, se tiene que

A1x A Aiss 5 -7 3
Adj (At) = | Ay Axx Axz3| =|-10 5 O
Az1 Aszx Ass 5 -1 -6
y asi, como A~ ! = i Adj (At) , podemos concluir que
Al 1 7 1
3 = =
5 -7 3
At=_1 (105 ol|=|2 1 0
- 5 —1 -6 € =
1 1 2
3 15 5
______ O -~
Ejemplo 2.10
110 210 300
Resolver la ecuacion matricial {0 1 1|A|l0 1 0] =|1 31
010 111 013
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Solucion:
Nombremos por

110 210 300
R=|011 ;, S=1010 , T'=113 1
010 111 013

Nuestra ecuacién matricial queda RAS = T. Operando, y siempre que las matrices R~ y
S~1 existan, nos queda:

RAS =T = R 'RASS'=R'TS! — A=R'TS!,

Comenzamos calculando el determinante de la matriz R.

110 11
011 =1‘10’=1-O—1-1=—17&0
010

Por lo tanto, la matriz R es inversible.

Pasamos a calcular su matriz traspuesta:

100

R=[111

010
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Ahora calculamos la matriz adjunta de esa matriz traspuesta:

Ry = (—1)tt 1 (1) =(-1)?(1-0-1-1)=0-1=-1
Ri» = (—1)'*2 cl) Cl) =(-1)*(1-0-0-1) =(-1)(0—-0) =0
Riz = (—1)*3 é 1 =(-1*1-1-0-1)=1-0=1
Roy = (—1)%T! 2 8 =(-1)*(0-0-1-0) =(-1)(0-0)=0
Roy = (—1)%12 é 8 =(-1)*(1-0-0-0)=0-0=0
Ros = (—1)%*3 é ? =(-1)°(1-1-0-0)=(-1)(1-0)=-1
Rz = (—1)3t1 2 2 =(-1)*(0-1-1-0)=0-0=0
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R3x = (—1)312 1 Cl)‘:(—1)5(1.1—1.0):(—1)(1—0):—1
Rz = (-1)* 1 2‘=(—1)6(1-1—1-o)=1—o=1

Por lo tanto, se tiene que

Ri1 Ri2 Raiz -1 0 1
Adj(R')=| R Ro2 Rs|=[0 0 -1
R31 R3> R33 o -1 1
, R T .
y asi, como R = R Adj (R"), podemos concluir que
1 -1 0 1 10 -1
R'=—|0 0 -1|=[00 1
T \0 -1 1 01 -1
Yolanda Padilla Dominguez. Departamento de Matematicas. 31
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Seguimos calculando el determinante de la matriz S.

210 s 1
010 21‘01‘22-1—0-1227&0
111

Por lo tanto, la matriz S también es inversible.

Pasamos a calcular su matriz traspuesta:

Ahora calculamos la matriz adjunta de esa matriz traspuesta:

S11 = (-1t cl) 1 =(-1)?(1-1-0-1)=1-0=1
S1p = (—1)'*? é 1 =(-1)*1-1-0-1)=(-1)(1-0)=-1
Si3 = (=13 é (1) =(-1)*(1-0-0-1)=0-0=0
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Sp1 = (—1)**t! 8 1 =(-1)°(0-1-0-1)=(-1)(0-0)=0
Sop = (—1)%1+2 21 =(-1)%2-1-0-1)=2-0=2
01
2432 0| _ 5 _ _
Sa3 (-1 00 =(-1)°(2:0-0-0) =(-1)(0-0)=0
S31 = (—1)3*! 01 =(-1*0-1-1-1)=0-1=-1
11
34212 1 5
S32 = (—1) 11 =(-1)°(2-1-1-1)=(-1)(2-1)=-1
3432 0] _ 6 _ _
S33 = (—1) =(-1)°(2-1-1-0)=2-0=2
11
Por lo tanto, se tiene que
S11 S12 Si3 1 —-10
Adj (St)z So1 Sop Soz | = 0O 2 0
S31 S32 S33 -1 -1 2
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y asi, como S~! = EAdJ (5%), podemos concluir que
1 1
- — 0
2 2
1 1 -10
S—1=E 0 ol]=]0 1 0
-1 -1 2
1 1
- — 1
2
Por lo tanto,
10 300 1 1 —-10
A = 1T81=OO 131)-{0 20
01 1 013 -1 -1 2
10 300 1 —-10 3 -1 -3 1 —-10
=—001 131 0O 2 0l==(0 1 3 0O 2 0
01 -1 013 -1 -1 2 1 2 -2 -1 -1 2
3 -1 -3 6 -2 -6
0O 1 3 -3 -1 6
1 2 -2 3 5 —4
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3 -1 -3
6 -2 -6 3 1
=>|l-3-16|=|"73 3 3
3 5 -4
3 5
- = =2
2 2
______ O ——————
Ejemplo 2.11
m -1 0
Hallar los distintos valores de m para que la matiz B = [ 1 m—-—1 1 sea inversible.
1 0 1
Hallar la matriz inversa en el caso m = 2.
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Solucion:
Comenzamos calculando el determinante de la matriz B.
m —1 O
1m-11 = m(m-1)14+(-1)1-140-1-0—-(-1)1-1-0(m—-1)1—m-1-0
1 0 1
= m’-—m-14+0+1-0-0=m?—-m
Asi,

m=20
m—1=0 —m=1

2

IBl=0 <= m“"—m=0 <= m(m—1) =0 <= {

Por lo tanto, la matriz B es inversiblesi m =0 y m # 1.

2 -1
Pasemos a calcular la matriz inversa cuando m = 2. La matriz queda B= | 1
1

= = O

1
0
Sabemos que |B| =m? —m =22 -2 =2,

m=2
Por otra parte,

2 11
Bt=|-110
0 11
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y, por lo tanto,

10| |[-10] |-11
11 0 1 0 1
1 1 -1
11 21 21
Adj (BY) = _‘ ‘ ‘ ‘ _‘ ‘ —(o0 2
11 01 01 1 -1 3
11 121 2 1
10 -1 0 -11
) I TRy .
y asi, como B~ = E Adj (B ), podemos concluir que
1 1 1
2 2
1 1 -1
1
B =§ 0O 2 2|=1]20 1 -1
-1 -1 3
1 1 3
2 2
______ O —=—=———-
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2.6. Rango de una matriz

Sea A una matriz de orden mxn. Se llama menor de orden k, donde k es menor o igual
que m y n, al determinante de una matriz cuadrada de orden k que resulta de eliminar m — k
filasy n — k columnas de la matriz A.

Se dice que la matriz A es de rango o caracteristica h, cuando en ella existe, por lo menos,
un menor de orden h distinto de cero, siendo nulos todos los menores posibles de orden superior
a h. En tal caso, todo menor no nulo de orden A se llama menor principal de A.

Si en una matriz una linea (fila o columna) es combinacién lineal de las restantes lineas (filas o
columnas), entonces el rango de la matriz que resulta al eliminar esa linea es el mismo que el de la
matriz inicial.

Dado un menor de una matriz, se pueden formar otros menores de un orden superior con una
fila y una columna mas, anadiendo los elementos de otra fila y otra columna cualesquiera. Este
procedimiento recibe el nombre de orlar el menor.

En la préactica, para calcular el rango de una matriz es preferible iniciar el proceso por un menor
de orden 2 no nulo e ir orlandolo progresivamente; si no existiese un menor de orden 2 no nulo, el
rango de la matriz seria 1, pues, salvo en el caso de la matriz nula, siempre se puede encontrar un
menor de orden 1 no nulo.
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Ejemplo 2.12
1 -2 3 =2
1 -2 1 O
Calcular el rango de la matriz A= 11 -2 0 1
2 -4 2 0
2 -4 -3 6

Solucién:
La matriz A es de orden 5x4. Por lo tanto, podemos asegurar que rango(A) < 4.

1 -2 3 -2
1 -2 1 O
A=| 1 =2 0O 1
2 —4 2 0
2 -4 |-3 6
0 .
Como 36|= 12 % 0 podemos afirmar que rango(A) > 2.
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1 -2 3 -2
1 -2 1 0
A=|1 |-2 0 1
2 -4 2 O
2 |-4 -3 6
-2 0 1
Ademds, como | —4 2 0| = —4 # 0 podemos afirmar que rango(A) > 3.
-4 -3 6

Orlando este tltimo menor de todas las formas posibles obtenemos los siguientes menores de orden
4.

1 -2 1 0 1 -2 3 -2
1 -2 0 1 1 -2 0 1
2 -4 2 0 ' 2 -4 2 0
2 -4 -3 6 2 -4 -3 6
Podemos observar que ambos menores son nulos, ya que, en ambos casos, C> = —2C].

Por lo tanto, podemos concluir que rango(A) = 3.
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Ejemplo 2.13
1 k -1 2

Calcular el rango de la matriz A= |2 —1 k 5| segin los distintos valores de k.
1 10 -6 1

Solucién:

La matriz A es de orden 3x4. Por lo tanto, podemos asegurar que rango(A) < 3.

1 k -1 2
A= 2 -1 k 5
1 10 -6 1
2 -1 :
Como 110 |= 21 #= 0 podemos afirmar que rango(A) > 2.
Orlando este menor de todas las formas posibles obtenemos los siguientes menores de orden 3:
1 k£ -1 1 k£ 2
2 -1 k ; 2 -1 5
1 10 -6 1 10 1
—_— —
a b
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Calculemos el valor de estos dos menores:

1 k -1
a=|2 -1 k | = 1(-1)(-6)+k-k-14+(-1)2-10—k-2(=6) — (-1)(-1)1 —1-k-10
1 10 -6
= 6+k>—-20+12k—1— 10k = k> 4+ 2k — 15
1 k 2
b=|2 -1 5| = 1(-1)1+k-5-142-2.10-k-2-1—-2(-1)1—-1-5-10
1 10 1

= —1+4+5k+40-2k+2-50=3k—-9

Observemos que se tiene que

-2 4—-4.1.-(—15 2464 -2+38
a=0 <= kK>+4+2k—15=0 < k= £/ ( )= =

2.1 2 2
248
k:TJrzs
<
By Yl
k= 8_ s
2

b=0 <— 3k—9=0 <— k:§:3
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Resumiendo:

»Si k=3 setieneque a=0; b=0.

= Si k= -5 setieneque a=0; b# 0.

nSi k%23 y k#* —5 setieneque a#0; b# 0.

si k=3 == rango(A) =2
Por lo tanto, podemos concluir que
si k #3 == rango(A) =3
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Relacién 2. Determinantes

1. Calcular el valor de los siguientes determinantes:
3 1 1 11 a b a® b? 373 141
Ol EC I P B F M O A O M
7T 0 7 10 497 1533 4 2 -1 7T 0 1
() 1 6 1 (g) 0 10 8931 (h) -1 0 0 (i) 1 0 7
2 4 2 0 0 10 3 1 2 6 -1 6
2. Razonese la igualdad correspondiente usando las propiedades de los determinantes (jno vale desarrollarlos!):
2 1 3 a—b b—c c—a
(a) 5 7 12 |=0 (b) b—c c—a a—-b|=0
-4 3 -1 c—a a—b b-—c
a b c 1
b c a 1 l14a 1 1 a 1 1
(c) ¢ a b 1]=0 (d) 1 1 z|=101 =z
b+c a+c a+bd 1 1 1 vy 01 vy
2 2 2
sen?z  cos(2z) cos?x x y x4y 1 1 1
(e) sen’y cos(2y) cos’y [=0 (f) y x4y <z =2(z +v) y z+y w
1 0 1 T4y T Y T+y T Y
r 1 —x 1 1 2 a p p qg 7 s
y 2 —y 0] 1y b p| _|a b c d
(g) z 3 —z 0| 0 (h) 1 z ¢ r| |2z y 2z t
t 4 —t 0 1 t d s 111 1
3. Resolver las ecuaciones:
z—1 2 2 T 204+1 2x+1
(a) 2 z-1 2 =0 (b) 20 +1 3z—-1 4z =0
1 1 r—2 3z —1 4x 6x — 1
a+x T T 1 1 1
(c) T b+ x x =0 (d) r 2 —-2|=0
x T c+x 8 23 -8
4. Hallar la matriz inversa de cada una de las siguientes:
V31
5 -1 5 3 -1 5 0
_ _ 2 2
(a) < A ‘3) (b) (gzsz Cf)‘;‘;“) () @ (4 2 1] © [1 0o =1
1 V3 0 2 -3 0 2 -1
2
5. Resolver las ecuaciones matriciales:
11 0 2 1 0 3 00
(a) (le D X = (3 51> (b) 01 1 |X[1 1 oO0f=11 31
01 -1 1 1 1 01 3



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Comprueba sin desarrollar que el determinante es multiplo de 17.

SRS
vt O
[SEEN N

1 o a® be a a?
Demostrar sin desarrollar que | 1 5% b |=|ca b b2
1 2 8 ab ¢ 2
1 00
Sabiendo que A= |1 1 0| hallar A2
1 1 1
1 3 2
Calcular el rango de la matriz A= [4 10 8
2 4 4
1 3 5
. 2 0 -2
Calcular el rango de la matriz A = 3 3 3
1 0 0
31 1 4
. k 4 10 1 , .
Calcular el rango de la matriz A = 1 7 17 3| sesin los distintos valores de k.
2 2 4 3
1 1 4 3
. 5 13 0 -1 , .
Calcular el rango de la matriz A = 9 4 3 9 segun los distintos valores de k.
4 10 1 &k
2 1 1 m
Calcular el rango de la matriz A= |2 3 —1 1 | segun los distintos valores de m.
30 3 1
Sabiendo que
10 1 0
Az(é?%);BzOl ; C=10 2
0 0 10

razonar cudles de las matrices A, B, C y AB tienen matriz inversa y en los casos en que la respuesta
sea afirmativa, hallar la correspondiente matriz inversa.

1 0 -1

Sabiendo que A= |0 b 3 determinar para qué valores del pardmetro b existe A~!. Calcular
4 1 —b

A~! para b=2.

2
Sabiendo que A = (:13 Z) hallar (AtAfl) A.
senzx —cosx 0
Sabiendo que A = cos T senx 0| determinar para qué valores de z existe A~!.
sent +cosx senx —cosx 1

Calcular dicha matriz inversa.



0 0 1 1 0 1
18. Sabiendoque A= 0 0 0] y B=|0 1 1 vy que AX = X — B, hallar X.
-1 0 0 0 -1 -1
19. Sabiendo que
2 1 0 1 0 1 2 0
A_<3 —2) ’ B_<3 -1 2) ’ C_(—l 1 4)
(a) Razonar si la matriz A tiene matriz inversa y en caso afirmativo hallar la correspondiente matriz
inversa.
(b) Determinar la matriz X que cumple que AX + CB! = BB".
20. Sabiendo que
1 0 3 -1 3 0 1 4
A_(2 -1 O) ' B_(O 2 —2> ' C_<O —1)
resolver AB'X = —2C.
21. Sabiendo que A = <8 —a> calcular, en funcién de a, los determinantes de 24 y A’
92. Sabiendo que A= (L
- Sabiendo que A={,
(a) Determinar la matriz B = A? — 2A.
(b) Determinar los valores de A para los que la matriz B tiene inversa.
(c) Calcular B~! para \ = 1.
air a2 a3
23. Se sabe que | a1 a2y ags | = —2. Calcular, indicando las propiedades que se utilicen, los siguientes
az1  Gs2 433
determinantes:
3ann 3aiz 1dais 3ag1 3azx 3ags an a2 a3
(a) a1 az  Sass (b) a1 a2 a3 (c) a21 —az1 G2 — a3z A23 — G33
asi as2 5az3 asi as2 ass asi as2 ass
Soluciones
1. (a) 17 (b) 0 (¢) ad—cb (d) a?b?(b—a) (e) 0 (f) 0 (g) 1000 (h) 5 (i) 48
1 abc
3. =—-2;2=3 b =0 == = =2
() s=-2i2=3 () s=0iz=3 () o=-aC0 (@2
1oa 2 5
1 3 V3 o1 22 88 8 3 3
7 i cosa  sena 2 2 3 1 1 1
L (@ o (o ) © @ [ 2 3 1 [t
2 1 1 3 22 8 8 3 3
T 22 111 2 2
11 44 4 3 3
9 9
- —= =2
5 2 2
-3 9
3 3
5. (a) (b) - = 2
2 3 2 2
5 L B
2 2



10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Si k=0; rango(A) =2. Si k#0; rango(A) = 3.
Si k=0; rango(A) =2. Si k#0; rango(A) = 3.

Sim= g ; rango(A) = 2. Si m # g ; rango(A) = 3.

Sélo tiene inversa la matriz AB. (AB)~! = (1 O)

0 1
-7 -1 2
b#£1 y b#3. Sib=2 = A '=[12 2 -3
-8 -1 2
511
2 2
2 6
senx cosx O
Para todo z. Ademés se tiene A= = | —cosxz senz 0
-1 -1 1
1 1
2 2 ©
0 1 1
1 1
B |
2 2
2 1 4 6
T T 7 7
(a) (b)
3 2 1 26
7 7 7 7
1
|
7
5 3
14 2
24| = —4a® ; |A!| = —a?
—2 11—
(a) (b) A#£3y A£—1
A—1 A2 —-2x-1
(a) —30 (b) 6 (¢) —2
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